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Аннотация
При схлопывании кавитационных пузырьков вблизи твердой стенки возможно их разделение на
пузырьки меньших размеров. Для исследования осесимметричной динамики системы таких пузырь-
ков, расположенных вдоль оси вращения, в настоящей работе построен алгоритм, основанный на схеме
Эйлера и методе граничных элементов. Жидкость, окружающая пузырьки, невязкая несжимаемая, ее
течение потенциальное. Приводятся результаты тестирования и примеры расчетов схлопывания кави-
тационных сфероидальных пузырьков у стенки.
Ключевые слова: Кавитационный пузырек, потенциальное течение жидкости, метод граничных
элементов.
Summary
Cavitation bubbles collapsing near a rigid wall may divide into bubbles of smaller size. An algorithm for
studying dynamics of a system of such bubbles distributed along the axis of revolution has been developed
and is presented in the present paper. It is based on the Euler scheme and the boundary elementmethod. The
liquid surrounding the bubbles is incompressible, its flow being potential. Some results testing and examples
of computing the collapse of spherical cavitation bubbles near a wall are given.
Key words: Cavitation bubble, cumulative jet, potential flow fluid , boundary element method..
Введение
Для исследования динамики пузырька в идеальной несжимаемойжидкостишироко используется под-
ход, основанный на методе граничных элементов (МГЭ). Впервые такая методика была разработана в [1] и
на ее основе в [2, 3] изучено захлопывание кавитационного пузырька у твердой стенки в зависимости от его
начальной формы, которая задавалась в виде сплюснутого эллипсоида. Установлена сильная зависимость
диаметра и скорости кумулятивной струи от начальной формы пузырька. Следующий шаг в использова-
нии такой методики был сделан только через десять лет в работах [4, 5] и др. Один из последних обзоров
применений подхода, основанного наМГЭ, можно найти в [6]. В настоящей работе аналогичная методика,
использующая метод Эйлера для отслеживания движения поверхности пузырька и коррекции потенциала
скоростижидкости на нем иМГЭ, разработана для изучения динамики системы газовых пузырьков, нахо-
дящихся в идеальной несжимаемой жидкости, вблизи твердой стенки. Разработан и реализован алгоритм
построения полей давления и скорости окружающей пузырьки жидкости.
1)Работа выполнена при поддержке РФФИ (Грант РФФИ 14-01-97004 р_поволжье_а)
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1. Постановка задачи
Рассматривается осесимметричная система из N кавитационных пузырьков вблизи твердой стенки,
перпендикулярной оси симметрии. В начальный момент времени t0 определены формы поверхности пу-
зырьков и значения потенциала скорости жидкости Φ на поверхности каждого из них. Требуется найти
эволюцию пузырьков при t > t0 .
Потенциальное движение идеальной несжимаемой жидкости описывается уравнениями







где Φ – потенциал скорости, t – время, p , p∞ – давление в жидкости и "на бесконечности" , ρf – плот-














Здесь a¯ = a/(V 20 p
0
b), b¯ = b/V0 , V0, V – начальный и текущий объемы пузырька, γ – показатель адиа-
баты, a, b – константы газа.
На поверхности пузырьков выполняются динамическое и кинематическое условия
p+ = p− − 2σH, dx/dt = v, (3)
где p+, p− – давления со стороны жидкости и пара, σ – коэффициент поверхностного натяжения, H –
средняя кривизна, x, v – радиус-вектор и скорость точки поверхности (v = ∇Φ ).
На жесткой стенке ставится условие непротекания
vz = 0. (4)
Потенциал скорости Φ и его нормальная производная ∂ Φ/∂n на поверхности пузырьков Sk ,
k = 1, 2, . . . , N , связаны граничным интегральным уравнением (ГИУ), которое для осесимметричного
случая в цилиндрической системе координат имеет вид [7]





{ψ(ρ0, z0) K1(ρ0, z0, ρ, z, t)− Φ(ρ0, z0)K2(ρ0, z0, ρ, z, t)} ds0 (5)
где
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2
+ (z − z0)
2
, A22 = (ρ+ ρ0)
2
+ (z + z0)
2
,
d2 = (ρ− ρ0)
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2, m22 = 4ρρ0/A
2
2,
(ρ, ϕ, z ), (ρ0, ϕ, z0 ) - координаты точек наблюдения и интегрирования, s0 – дуговая координата кон-
тура образующей поверхности пузырька, K(m), E(m) – полные эллиптические интегралы 1 и 2 рода,
коэффициент c(ρ, z) можно принять равным 0.5 при условии гладкости поверхностей пузырьков.
2. Метод решения.
Алгоритм решения задачи (1)–(4) аналогичен алгоритму для одного пузырька, описанному в [7]. Пусть
в момент t(m) известна геометрия поверхности каждого пузырька и распределение потенциала Φ(m) на
ней.
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1. С использованием МГЭ решается ГИУ (5) и определяются значения ∂Φ/∂n на контурах в момент
t(m) . При этом применяются линейные граничные элементы с линейными интерполирующими функциями
ψ(ρ0, z0), Φ(ρ0, z0) в пределах одного элемента . При реализации МГЭ интегралы, содержащие лога-
рифмические особенности, вычислялись по специальной формуле [8], ннтегралы без особенностей - по
формуле Гаусса 8-го порядка точности.
2. По значениям потенциала на контурах вычисляется производная ∂Φ/∂s , тем самым определяется
скорость жидкости ∇Φ= (∂Φ/∂s , ∂Φ/∂n ) в точках контуров.
3. Вычисляются радиальная vρ и осевая vz составляющие скорости через ∂Φ/∂s , ∂Φ/∂n с учетом




















4. Определяется положение точек контуров в момент t(m+1) = t(m) + τ (m) по формулам
ρ(m+1) = ρ(m) + τ (m)∂Φ(m))/∂ρ , z(m+1) = z(m) + τ (m)∂Φ(m))/∂z.
5. Вычисляются новые объемы пузырьков и находится текущее давление в них по формуле (2).
6. Определяются значения потенциала на новых контурах при t(m+1) = t(m) + τ (m)
Φ(m+1) ≈ Φ(m) +
DΦ
Dt







Производная ∂Φ/∂t находится с использованием интеграла Коши-Лагранжа (1) на поверхности пу-
зырьков в момент t(m) с учетом динамического условия (3) и адиабатического закона изменения давления
(2).
Устойчивость алгоритма обеспечивается условием [9]






, m = 0, 1 . . . , (6)
где a – характерный линейный размер пузырьков, C – безразмерный параметр, определяемый числен-
ным экспериментом, обычно 0.001<C<0.02.
Определив положение контуров и распределение потенциала на них, переходим к п.1.
Рис.1
Применение описанного алгоритма предполагает существование реаль-
ного процесса, в результате которого возникает система пузырьков с формой
контуров ρ(0), z(0) и потенциала на них Φ(0) . Такой процесс, в котором могут
возникнуть два пузырька, реализуется, например, при сжатии сплюснутого
сфероидального пузырька с отношением полуосей e = b/a<0.8 (a – полу-
ось, перпендикулярная оси вращения). В процессе сжатия образуется тонкая
шейка (рис.1). В окрестности этойшейки производится искусственное разде-
ление пузырька на два введением разрыва контура и замыканием возникших
концов на ось вращения перпендикулярно этой оси. Значение потенциала в
области разрыва переносится на вновь образованные точки контуров. Таким
образом, при реализации процесса сжатия пузырька предполагается исполь-
зование на первом этапе аналогичного алгоритма для одного пузырька, вве-
дение разрыва в области шейки и определение значения потенциала на обоих
контурах, после чего используется описанный выше алгоритм для N =2.
Для полноты физической картины был разработан алгоритм построения полей давления и скорости
окружающей пузырек жидкости. При их построении потенциал Φ(ρ, z) определялся из уравнения (5), в
котором полагалось c=1. Для вычисления компонент скорости vρ = ∂Φ/∂ρ и vz = ∂Φ/∂z использо-
вались конечно-разностные формулы второго порядка точности. Давление в жидкости вычислялось из
уравнения (1), где ∂Φ/∂t также подсчитывалось по конечно-разностным формулам.
Алгоритм тестирован на задаче о схлопывании сферического пузырька, контактирующего со стенкой,
когда в процессе схлопывания возникает кумулятивная струя. В табл.1 приведена скорость конца струи в
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момент t1 , когда струя касается противоположной стенки пузырька, полученная при различных значениях
параметра C . Из таблицы видно, что сходимость к решению имеет первый порядок точности, характерный
для применяемой схемы Эйлера. Отметим, что значение скорости в момент t1 , полученное в настоящей
работе, отличается от работы [2] (119м/c) на 1%.
Таблица 1
C 0.02 0.01 0.005 0.0025
t1, мкс 108.84 109.74 109.40 108.47
v(s0), м/с 137.60 123.40 121.20 120.70

















гармоническая вне областей, расположенных в полуплоскости z > 0 и содержащих точки (0, z1 ) и (0,
z2 ). В качестве таких областей рассматривались два сфероида с центрами на оси симметрии. На кон-
турах сфероидов по формуле (7) вычислялись значения функции Φ , и затем, по известным значениям
Φ , МГЭ определялась нормальная производная на этих контурах. Значения производной Φ , полученной
МГЭ, сравнивались с вычисленными с использованием формулы (7). Результаты показали, что имеет ме-
сто сходимость второго порядка точности: при удвоении числа узлов погрешность в определении ∂Φ/∂n
на контурах пузырьков уменьшалась примерно в 4 раза.
3. Схлопывание сфероидального кавитационного пузырька в воде у жесткой стенки
Исследована динамика парового сплюснутого сфероидального пузырька в воде в зависимости от его
расстояния до стенки. Задача решалась в два этапа. На первом этапе проводился расчет одного пузырька
при следующих исходных данных: R0 =1 мм, e=0.67, h0/R0 =0, 2 , p∞=0.1МПа, ρf =1000 кг/м3 , σ =
0, p0b =0.0023МПа ,γ =1.33, a¯ = 8.4 · 10
−5 , b¯ = 1.8 · 10−5 , n=200.
a b c d
Рис. 2: Формы пузырька для четырех моментов времени и поля давления жидкости в момент образо-
вания тонкой шейки (момент tc ): a, b – для пузырька у стенки, уровень 1 – р = 0.8 бар, уровень 2 – 32.9
бар ; c, d – на расстоянии 2R0 от стенки, уровень 1 – р = 21.4 бар, уровень 2 – 100.4 бар
Результаты расчетов изображены на рис.2, где представлены формы пузырька в 4 последователь-
ных момента времени, последний из которых соответствует моменту tc образования тонкой шейки на по-
верхности пузырька и поля давления окружающей пузырек жидкости в момент tc : а, b – для пузырька,
примыкающего к стенке, с,d– для пузырька, находящегося от стенки на расстоянии 2R0 . Видно, что у пу-
зырька у стенки шейка образуется в его верхней части, что приводит к образованию дочернего пузырька,
в окрестности которого возникает максимальное давление жидкости.
Влияние стенки на пузырек, удаленный от нее на расстояние 2R0 , уменьшается и тонкая шейка как бы
разделяет пузырек на два примерно одинаковых. Максимальное давление жидкости, как и в предыдущем
случае, наблюдается в области шейки.
На втором этапе расчетов пузырек разбивался на два по методике, описанной выше. При этом ис-
ходными данными служили форма пузырька и потенциал на его поверхности в момент tc . На рис.3 a, c
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представлены формы двух пузырьков в момент, когда в меньшем (верхнем) пузырьке кумулятивная струя
достигла его противоположной стенки. Видно, что в нижних пузырьках, как и в верхних, возникает ку-
мулятивная струя, но в силу их больших размеров она не успевает достичь противоположной стенки пу-
зырьков. Картина давления жидкости в окрестности пузырьков изображена на рис.3 b, d. Наибольшая
концентрация давления наблюдается в вершинах струй.
a b c d
Рис. 3: Формы пузырьков и поля давления жидкости в момент достижения кумулятивной струей про-
тивоположной стенки меньшего пузырька: a, b – для пузырька у стенки, уровень 1 – р = 0.9 бар, уровень
2 – 203.4 бар ; c, d – на расстоянии 2R0 от стенки, уровень 1 – р = 27 бар, уровень 2 – 2146.7 бар
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